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Solutii orientative si bareme
Clasa a VIII-a

Problema 1.

Determinati numerele naturale prime » pentru care numérul N = n*+n%+1 are exact patru
divizori naturali.
Prof. Tanta Costea, Tulcea, Mircea Fianu, Bucuresti

Numarul N este de forma p- g, unde p si ¢ sunt numere prime diferite, sau de

f 3 fr pri Ip
orma p°, unde p este un numAr prim.

Avem N = (n2 -n+ 1)(n2 +n+ 1) . Daca d este cel mai mare divizor comun al

2

numerelor n°—n+1 si n? +n+1, atunci d este impar si d divide pe 2n, deci d

divide pe n. Inseamna ca d € {I,n}. Cum n nu divide niciunul dintre numerele

n>—n+l1 si n2+n+1,rémﬁnecé d=1.

Pentru N = (n2 —-n+ 1) (n2 +n+ 1) = p3 nu avem solutii deoarece numerele

n?—n+1 si n?+n+1 sunt prime ntre ele si l<n®—n+l<n®+n+l.

Daca N =(n2 —n+1)(n2 +n+1) =pq,
pentru n =2 obtinem N =3-7, iar pentru n =3 obtinem N =7-13.
Daca n=5, atunci n=3kx1,k > 2. In fiecare din cazuri unul dintre factorii lui N 3p

este divizibil cu 3 i mai mare decat 3. Deci nu mai avem solutii.
In final, ne {2,3}.

Problema 2.
Se considera prisma patrulaterd regulati ABCDA’B’C’D’ in care m(AC ", (BCB')) =30°.

Aratati ¢ masura unghiului dintre planele (ABD’) si (ADC) este egald cu masura unghiului

dintre planele (ABD’) si (AA'C).

skkock
Consideram AB =a. Cum m(m)) = m(m) =30°, avem BC’=a+/3 1
p
si CC'=av2.
Deoarece (ABD")n(ABC)=AB, m((m)):m((,%) si
o 2p
smCBD—CC \/7 (H
Avem (ABD N(ACC’)=AC’.Fie {0}=ACNBD.
2
Ducem OE L AC’, E€ AC’. Deoarece BO L(ACC’), rezultd din teorema celor P




trei perpendiculare ciA BE 1. AC’. Prin urmare, m((m)) = m(I?E\O) )

In triunghiul dreptunghic BOE avem BO = % =2 22 si BE = BC = # .
Prin urmare, sin BEO = BO = \/2 . (2) 2p
BE 3

Din (1) si (2) rezulta concluzia.

Problema 3.
a) Se considera numerele reale a, b si ¢ care verificd simultan egalititile a+b+c=2 si

4 .. .
ab+bc+ca=1.Daca a= 5 , determinati numerele b si c;

b) Daca numerele reale x, y si z verificd simultan egalittile x+y+z=2 si xy+yz+zx=1,

. 4
aratatica x,y,ze O’E .

sksksk
a) Pentru a:i,ob‘ginem b+c=E si bc:l—i-gzl.
3 3 33 9 2
4 4 1 P
Cum (b—c)2 =(b+c)2—4bc:———:0,rezultr¥1cé b=c=—.
9 9 3
b) Mai intai, x> +y%+2z2 = (x+y+z)° —2(xy+yz+2x)=2. 1p
Obtinem x> —2x+1+ y? —2y+1+z>—2z+1=1, adica )
(x=1)*+(y—1)>+(z—=1)> =1. Deducem ci x,y,z20. (1) P
Pe de alta parte, x2+y2+z2—§(x+y+z)+%:l, adica
(x—ljz+( —lj2+(z—lj2—l Obtinem x—l <1, de unde x<i si, analo
3) U3 3) 3 S T EERE L gp
4 4
<—,z5—.(2
yE3 3 2
Din (1) si (2), rezulta concluzia.

Problema 4.
Determinati numerele naturale a si b si numarul prim p astfel incat 2¢ + 3b = p2 .

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

1. Dacid a =0, atunci p2 =3’ +1, deci p este par; rezultd p=2 si

1
(a;6; p)=(0;1;2). P




. Daca a=1 obtinem p2 =3"42.

a. Pentru b par, adicd b=2/,cu /e N, rezulta (p—3/)(p+3/)=2,fals,

deoarece numerele p— 3 si p+ 3! au aceeasi paritate.

b. Pentru b impar, adica b=2/+1, cu le N, rezulta 1p
pr-1=43" 4314  +341|, fals, deoarece p>—1=0(mod8), pe
impar
cand membrul drept este divizibil cu 4, dar nu si cu 8.
. Daca a>2 atunci 2° =0(mod4) si cum p* =1(mod4), pentru orice numar prim
p 23, din ecuatie obtinem ci 3” =(~1)" =1(mod4), adica b trebuie si fie par;
prin urmare b =2c, cu ce N si ecuatia devine (p -3¢ )(p + 3") =29, deci
_3¢ =% -
P cu 0<x<y<asi x+y=a.Rezultd de aici ci 2-3¢ =2¥ 2%, 2p
p+3° =2
deci x#0 si 3¢ =2""—2¥ =1 (2H —1) . asadar obtinem 2% | 3¢, adica
x=1gsideci y=a—121.Prinurmare p=2+3° = 2471 3¢ adicd 3¢ =292 -1,
unde a >2.
a. Pentru g =2 se obtine o afirmatie falsa.
b.  Pentru a =3, din ultima egalitate rezultad ¢ =0, deci (a;b; p) =(3;0;3).
c¢. Pentru a >4, tindnd cont ca 2472 = 0(mod4), din ecuatia 3° = 2972 1 va
rezulta cd 3 =(—1)° =—1(mod4), deci c trebuie sa fie impar, adicd
c=2s+1,cu se N; asadar
341222 22 =4 (3 437 4 4341) 3 43 4434122 | 3p

impar
. 2t =1 [a=4 | |
de unde concluzionam ca =3 1 §l, prin urmare,
c=

(a;b; p) =(4;2;5).

Asadar ecuatia datd are solutiile: (a;b; p)e {(0;1;2),(3;0;3),(4:2;5)} .




